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Comparación de dos poblaciones y Análisis de la Varianza

 En el tema anterior se ha visto la forma de comparar la media y las 
desviaciones típicas de dos poblaciones (parcelas plantadas con la 
variedad A y parcelas plantadas con la variedad B). La variable respuesta 
estudiada era el rendimiento de las parcelas.

 Las dos poblaciones venían definidas por un único Factor (la variedad 
cultivada) que tenía sólo dos variantes (variedad A o variedad B)

 El factor tenía un efecto sobre la media si mA era diferente de mB, y 
tenía un efecto sobre la desviación típica si A era diferente de B.

 La comparación de medias se ha realizado mediante el test t de Student, 
mientras que la de las desviaciones típicas se ha llevado a cabo mediante 
el test F de Fisher. 

 La comparación de dos poblaciones es un caso particular, el más sencillo 
posible, de los problemas que pueden abordarse mediante la técnica del 
Análisis de la Varianza (Anova)

 El Anova permite el estudio simultáneo de los efectos sobre una variable 
respuesta de varios factores, cada uno de los cuales puede tener dos o 
más variantes



Anova con un solo factor: comparación de K poblaciones

 En muchas ocasiones el factor que se desea estudiar tiene un número 
mayor que 2 de variantes o alternativas. (Por ejemplo, se desea 
comparar los rendimientos de 3 variedades)

 En este ejemplo existen 3 poblaciones (una asociada a cada variedad). En 
la población i-ésima (i=1…3) la variable estudiada (por ejemplo, el 
rendimiento) se distribuye normalmente con media mi y desviación típica 
i.

 Se dice que el Factor estudiado tiene efectos sobre las medias, si la 
media de al menos una de las 3 poblaciones es diferente de las de las 
restantes, o sea, si no es verdad que la 3 medias sean iguales. De forma 
análoga se definen los posibles efectos sobre las desviaciones típicas.

 A diferencia de lo que sucedía en el caso de 2 poblaciones, cuando se 
comparan K (>2) poblaciones no basta con saber que el factor tiene 
efecto, sino que hay que concretar en qué consiste dicho efecto. 

 Por ejemplo, en la comparación de 3 poblaciones  si hay efecto del factor 
lo que se puede afirmar es que no es cierto que m1 = m2 = m3. Esto 
puede producirse de dos formas diferentes: porque una media es 
diferente a las otras dos, que son iguales entre sí, o porque las 3 medias 
son diferentes unas de otras. (Como veremos el efecto tiene 3-1=2 
grados de libertad)



Estudios multifactoriales:
Estudio simultáneo de varios factores

 En la mayor parte de los problemas reales suele haber más de un factor 
que puede afectar al resultado o resultados de interés.

 Ejemplo 1: enumerar factores que pueden influir sobre el rendimiento de un 
cultivo

 Ejemplo 2: enumerar factores que pueden influir sobre la eficacia de un 
tratamieto plaguicida

 Frecuentemente el enfoque que suele adoptarse al abordar estos 
problemas consiste en estudiar cada factor por separado, o, en contextos 
de experimentación industrial, hacer pruebas modificando cada vez un 
sólo factor. Ello refleja la idea, que se tiene habitualmente, de que si se 
modifican muchos factores a la vez, no va a ser posible precisar cuáles de 
estos factores han sido los responsables de los cambios observados en los 
resultados.

 Sin embargo, este enfoque, pese a parecer lógico a primera vista, es 
completamente desaconsejable, por resultar ineficaz e ineficiente, al 
exigir una gran cantidad de pruebas y no permitir estudiar las posibles 
interacciones (ver más adelante) entre los efectos de los factores.

 La alternativa consiste en estudiar simultáneamente los efectos de los 
diferentes factores y sus posibles interacciones mediante un estudio 
multifactorial.



Terminología

 Variable respuesta: Es la variable aleatoria definida en las 
poblaciones estudiadas y que constituye el objeto de interés en 
el estudio. Ejemplo: rendimiento, precocidad, …

 Factores: Son aquellas características de la población, o del 
proceso que la genera, para las que se estudian diferentes 
alternativas para analizar sus efectos sobre la variable respuesta. 
Ejemplo: variedad cultivada (factor cualitativo), dosis de abono 
(factor cuantitativo), …

 Variantes de cada factor: son las diferentes alternativas 
consideradas en el estudio para el mismo. (Cuando el factor es 
cuantitativo se utiliza el término “niveles” en vez de “variantes”)

 Tratamiento: combinación de variantes, o niveles, de los 
diferentes factores que se aplica en cada unidad experimental



Ejemplo sencillo: estudio simultáneo de dos factores

 Para ilustrar las ideas que se van a exponer, se plantea como ejemplo un posible 
estudio para investigar los efectos sobre el rendimiento de un cultivo de dos 
factores:

 La variedad cultivada: con dos variantes A y B

 La cantidad de abonado: con tres dosis 0, 10 ó 20 kgs N/hg

 Poblaciones estudiadas: en el estudio están implicadas seis poblaciones, 
definidas por las combinaciones de variantes de los factores:

 Población 1: parcelas plantadas con la variedad A y dosis de abonado 0. Esta 
población tendrá una media mA,0

 Población 2: parcelas plantadas con la variedad A y dosis de abonado 10. Esta 
población tendrá una media mA,10

 Población 3: parcelas plantadas con la variedad A y dosis de abonado 20. Esta 
población tendrá una media mA,20

 Población 4: parcelas plantadas con la variedad B y dosis de abonado 0. Esta 
población tendrá una media mB,0

 Población 5: parcelas plantadas con la variedad B y dosis de abonado 10. Esta 
población tendrá una media mB,10

 Población 6: parcelas plantadas con la variedad B y dosis de abonado 20. Esta 
población tendrá una media mB,20



Ejemplo sencillo: las 6 poblaciones analizadas

Dosis 0 Dosis 10 Dosis 20

Variedad A mA,0 mA,10 mA,20

Variedad B mB,0 mB,10 mB,20

Se asume que en las 6 poblaciones la variable estudiada (el rendimiento) 
se distribuye normalmente con las medias indicadas.

Hipótesis Nula Global: la Hipótesis Nula Global inicial H0 es que ninguno 
de los dos factores tiene efecto sobre los valores medios y que, por tanto, 
las 6 medias son iguales: mA,0 = mA,10 = … = mB,20



Concepto de efecto simple de un factor

 El efecto simple de cada factor se define sobre el promedio de las 
condiciones estudiadas del otro factor.

 Así, en nuestro ejemplo, el efecto simple del factor "Variedad" se medirá 
por la diferencia entre los rendimientos medios obtenidos con una u otra 
variedad, para el promedio de las tres dosis de abonado estudiadas

Así, denominando:

Se dirá que el factor Variedad tiene un efecto simple sobre la media del rendimiento si 
mA. ≠ mB. La Hipótesis Nula relativa al efecto simple de este factor es que dicho efecto 
es nulo, o sea mA. = mB 
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Concepto de efecto simple de un factor (continuación)

De forma análoga, el efecto simple del factor " Abonado " se medirá 
por las diferencias entre los rendimientos medios obtenidos con las 
tres dosis de abonado, para el promedio de las dos variedades

Así, denominado:

se dirá que el factor Abonado tiene un efecto simple sobre la media 
del rendimiento si no es cierto que m.0 = m.10 = m.20. La Hipótesis 
Nula relativa al efecto simple de este factor es que dicho efecto es 
nulo, o sea m.0 = m.10 = m.20 
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Concepto de Interacción

 Existirá una interacción doble entre dos factores, si el efecto de uno de ellos es 
diferente según la variante considerada del otro factor.

 Así, en nuestro estudio, existiría interacción entre los dos factores si, por ejemplo, 
la diferencia de los rendimientos medios entre las dos variedades fuera muy 
marcada si no se abona (Dosis=0), pero fuera pequeña o inexistente si se abona 
bastante (Dosis=20)

 De forma simétrica, existiría interacción entre los dos factores si, por ejemplo, el 
incremento de los rendimientos medios al pasar de Dosis=0 a Dosis=20 fuera más 
marcada en parcelas con la variedad A que en parcelas con la variedad B.

 Hay que tener en cuenta que si el efecto de un primer factor depende de la variante 
considerada del segundo, también necesariamente el efecto del segundo factor 
dependerá de la variante considerada del primero. De hecho, ambos fenómenos no 
son más que las dos caras de una misma moneda: la existencia de interacción 
entre los dos factores.

 Nota: en estudios con más de dos factores, puede también plantearse la existencia 
de interacciones de orden superior: triples, cuádruples, etcétera... Así, existiría una 
interacción triple entre tres factores A, B y C si, por ejemplo, hubiera una 
interacción doble entre A y B cuando C está a nivel bajo, pero no existiera dicha 
interacción entre A y B cuando C está a nivel alto. 



Introducción al Análisis de la Varianza

 El Análisis de la Varianza (también conocida por sus siglas en inglés 
ANOVA) es una técnica estadística muy poderosa que permite estudiar 
desde los problemas más sencillos, como la comparación de dos 
poblaciones, hasta los más complicados, como el estudio simultáneo de 
los efectos que un conjunto de varios factores y sus interacciones tienen 
sobre una determinada variable respuesta.

 A pesar de su nombre, el ANOVA se desarrolló como un procedimiento 
para estudiar posibles efectos de los factores sobre las medias de las 
poblaciones implicadas

 Es sencillo, sin embargo, mediante un procedimiento original que se 
desarrollará en el curso, generalizar el ANOVA para permitir estudiar 
también los posibles efectos sobre las desviaciones típicas de dichas 
poblaciones. 

 Seguidamente se da una idea intuitiva del funcionamiento del ANOVA, y 
se exponen (sin entrar en el detalle de los cálculos) los pasos a seguir 
para obtener el Cuadro Resumen del Análisis de la Varianza así como su 
interpretación general.



Descomposición de la Suma de Cuadrados

 La idea básica del ANOVA consiste en descomponer la variabilidad 
total observada en unos datos en una serie de términos, asociados a los 
efectos de cada factor estudiado y a sus posibles interacciones, más una 
parte residual con la que después se compararán los primeros.

 Ejemplo intuitivo: Se desea estudiar los efectos que la variedad y la 
dosis de abonado tienen sobre el rendimiento de un cultivo. Se van a 
comparar dos variedades (A y B) y tres dosis de abonado (1, 2 y 3). Se 
dispone de 12 parcelas similares, y se decide plantar 2 parcelas con cada 
una de las 6 combinaciones posibles de variedad y dosis.

 Veamos unos posibles resultados (rendimientos por parcela en Tms/Ha) 
en algunos casos hipotéticos extremos:



Descomposición de la Suma de Cuadrados (continuación)



Descomposición de la Suma de Cuadrados (continuación)

¡Sin embargo, los cuatro casos expuestos no son realistas, porque implican 
que no hay variabilidad en las poblaciones estudiadas!

Con toda seguridad, dos parcelas (por parecidas que sean) plantadas con la misma 
variedad y la misma dosis de abonado no darán exactamente el mismo rendimiento.

El único supuesto realista es el que se expone a continuación.



Descomposición de la Suma de Cuadrados (continuación)

 La variabilidad total se debe ahora, no sólo al efecto de la variedad, la 
dosis y su interacción, sino además a una variabilidad residual asociada a 
todos los restantes factores no controlados que influyen sobre los 
rendimientos (diferencias entre parcelas) 

 Calculando, mediante las fórmulas correspondientes las Sumas de 
Cuadrados asociadas a cada efecto se obtendría:

 SCtotal=1261.67   SCvar= 736.33  SCdosis=450.17   SCinterac=50.17   SCresid=25.0



Cuadro resumen del Análisis de la Varianza:
descomposición de los grados de libertad

 Paralelamente a esta descomposición de la SCtotal en sus componentes, se 
realiza una descomposición de los "grados de libertad" totales, que son 
siempre el número de datos menos 1 (12-1=11 en el ejemplo)

 Los grados de libertad asociados al efecto de un factor son siempre el 
número de variantes del factor menos 1 (glvar=2-1=1 y gldosis=3-1=2), 

 Los grados de libertad de una interacción se obtienen como el producto 
de los grados de libertad de los factores correspondientes. Así glvar*dosis = 
glvar x gldosis = 1 x 2 = 2 

 Finalmente, los grados de libertad residuales (los asociados a los factores 
no controlados en el estudio) se calculan por diferencia entre los totales y 
los asociados a los diferentes efectos: glresid=11-1-2-2=6)

 Al dividir cada Suma de Cuadrados por sus correspondientes gradois de 
libertad se obtienen los respectivos Cuadrados Medios, que son como 
las “varianzas” asociadas a cada efecto



Cuadro resumen del Análisis de la Varianza:
Test F

 El CMresidual es una estimación de la σ2 existente en las poblaciones 
muestreadas, asumiendo que dichas poblaciones tienen todas la misma 
σ2 (o del promedio de dichas varianzas en el caso de que difieran de unas 
poblaciones a otras). 

 El CM asociado a cada efecto es también una estimación (indepen-
diente de la anterior) de dicha σ2 si dicho efecto no existe en la población, 
pero tiende a ser mayor que σ2 en el caso de que exista un efecto 
real poblacional.

 Para ver si el CM de un efecto es significativamente mayor que el CMresidual 
se comprueba si el cociente CMefecto/CMresidual (al que se denomina F-
ratio) es demasiado elevado para ser una F de Fisher con los grados 
de libertad correspondientes, calculándose para ello el valor p-value 
asociado. 

 Contra menor sea este p-vale, más fuerte será la evidencia respecto a al 
existencia poblacional del efecto correspondiente.



Cuadro resumen del AOVA: Ejemplo

 A título de ejemplo se recoge a continuación la tabla resumen del Anova 
correspondiente a los datos del Caso 5:

 Tanto el efecto de la Variedad como el de la Dosis de abonado son muy 
significativos estadísticamente (p-values << 0.01)

 También resulta significativa, para un riesgo de 1ª especie =0.05, la 
interacción entre los efectos de Variedad y Dosis (p-value < 0.05)
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